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1 導入

CGE分析などのシミュレーションにおいては、生産関数、効用関数として CES関数が採用され
ていることが多い。その CES関数を表現する際に calibrated share formという形式が利用される
ことがある。本稿では、そのCES関数の calibrated share formについて説明をおこなう。まずはじ
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めに、通常の CES関数 (normal formの CES関数)によってモデルを記述し、その後、calibrated
share form を紹介する。なお、本稿以外に calibrated share form を説明している文献としては
Rutherford (1998)がある。

2 Normal formのCES関数

以下では、生産関数が CES関数であるケースを例にとって説明をおこなう1。qを生産量、yi を

投入物 i = 1, · · · , I の投入量とすると、生産関数は次式のように表現される。

q = f ({yi}) = ϕ

[
∑

i
αi(yi)

σ−1
σ

] σ
σ−1

ただし、∑i αi = 1である。上式において、スケールパラメータ ϕを括弧内に入れることで、以下

のように書き換えることができる。

q =

[
∑

i
βi(yi)

σ−1
σ

] σ
σ−1

(1)

ただし、

βi = (ϕ)
σ−1

σ αi

である。以下では、パラメータ βi をシェア・パラメータと呼ぶことにする
2。

投入物の価格ベクトルを p = {p1, · · · , pI}とすると、(1)式より単位費用関数を定義することが
できる。

c(p) ≡ min

[
∑

i
pixi| f ({xi}) = 1

]
=

[
∑

i
(βi)σ(pi)1−σ

] 1
1−σ

(2)

xi は単位投入量である。

Shepardの補題を使えば、単位費用関数から条件付き単位需要関数を求めることができる3。

xi =
∂c(p)

∂pi
=

 βi
pi

(
∑

j
(β j)σ(pj)1−σ

) 1
1−σ

σ

=
[

βic
pi

]σ

(3)

3 パラメータのカリブレーション

シミュレーションをおこなうには、生産関数 (単位費用関数、単位需要関数)に含まれているパラ
メータを特定化する必要がある。生産関数が CES関数であるときには、特定化すべきパラメータ
として次の二つがある。

1. 代替の弾力性 σ,
1CES型の効用関数についても全く同じ手法を適用できる。
2便宜上、「シェア・パラメータ」という呼び方を使うが、βi が投入物 iの投入シェア (総費用における投入物 iへの支出

シェア)を表しているわけではないということに注意して欲しい。
3費用関数、条件付き需要関数、Shepardの補題については、例えば奥野・鈴村 (1985)、Mas-Colell, Whinston and Green

(1995, Chap. 5)を参照して欲しい。
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2. シェア・パラメータ {βi}.

CGE分析では、この二つのうち代替の弾力性は外生的に与え、シェア・パラメータをカリブレー
トするという方法がとられることが多い4。以下でも、代替の弾力性が外生的に与えられているも

のとして議論を進める。カリブレート (calibrate)とは、与えられたベンチマークデータが均衡条件
を満たすようにパラメータの値を決定するという方法である5。具体的には以下のような手順でお

こなわれる。

まず、ベンチマークにおける単位投入量、投入物の価格を x̄i、p̄i とする。ベンチマークの単位費

用は c̄ = ∑i p̄i x̄i となる。ベンチマークデータが均衡条件を満たすとするなら、ベンチマークデー

タのもとで生産者は費用最小化をしていなければならない。よって、ベンチマークデータは条件付

き単位需要関数 (3)を満たしていなければならない。

x̄i =
[

βi c̄
p̄i

]σ

(4)

ここで、代替の弾力性 σは外生的に与えられているので、(4)式をシェア・パラメータ βi につい

て解くことができる。

βi =
p̄i x̄

1
σ
i

c̄
= θi [x̄i]

1−σ
σ (5)

θ ≡ p̄i x̄i
c̄

=
p̄i ȳi
c̄q̄

θi はベンチマークにおける投入物 iの投入シェアである。以上のように、ベンチマークデータが均
衡条件を満たしているという仮定を置くことで、シェアパラメータを決定することができる。

シミュレーションをおこなう際には、まず (5) によって βi をカリブレートし、その値を生産関

数、費用関数に代入することで関数を完全に特定化することができる。

4 CES関数の calibrated share form

前節で述べたようにシミュレーションをおこなう際には、まずシェア・パラメータ βi をカリブ

レートし、それを生産関数、費用関数に代入すればよいのであるが、その方法ではシェア・パラ

メータをカリブレートするためのプログラムを別途に作成しなければならない。シミュレーション

において様々な型の CES関数を同時に用いている場合には、これが非常に繁雑な作業となりうる。
Calibrated share formは別途にシェア・パラメータのカリブレートをおこなわずに CES関数を表
現する方法である。

Calibrated share formはシェア・パラメータ βi に、そのカリブレートされた値を代入したもの

のことである。例えば、calibrated share formの生産関数を求めるには、元の生産関数 (1)の βi に

(5)を代入してやればよい。

q =

[
∑

i
θi

(
ȳi
q̄

) 1−σ
σ

(yi)
σ−1

σ

] σ
σ−1

= q̄

[
∑

i
θi

(
yi
ȳi

) σ−1
σ

] σ
σ−1

(6)

4代替の弾力性もカリブレートされるケースがあるが、その場合でもシェア・パラメータのカリブレートの方法は変わら
ない。

5ここでの「カリブレート (カリブレーション)」は CGE 分析での意味である。他の分野、例えばマクロ経済学等でもカ
リブレートという用語が利用されているが、それらの文脈とは異なった意味を持っているかもしれないので注意。
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同様に、Calibrated share formの単位費用関数は (2)に (5)を代入することで求められる。

c =

[
∑

i

(
θi(x̄i)

1−σ
σ

)σ
(pi)1−σ

] 1
1−σ

= c̄

[
∑

i
θi

(
pi
p̄i

)1−σ
] 1

1−σ

(7)

さらに、calibrated share formの条件付き単位需要を求めるには、(3)に (5)を代入すればよい。

xi =

[
θi(x̄i)

1−σ
σ c

pi

]σ

= x̄i

[
c/c̄

pi/ p̄i

]σ

(8)

(6)–(8)のどの関数でも、代入によって βi が消去されているので、βi を別途にカリブレートする

必要はなくなっている6。よって、シミュレーションのプログラムも、より簡潔なもので済むので

ある。

5 Cobb-Douglas関数

前節では CES関数の calibrated share formを見たが、同じことを Cobb-Douglas関数にも適用
することができる。

5.1 Normal form

生産関数は以下の Cobb-Douglas関数とする。

q = ϕ ∏
i

(yi)αi (9)

ただし、∑i αi = 1である。
(9)より、単位費用関数、単位需要関数は次式となる。

c(p) =
1
ϕ ∏

i

[
pi
αi

]αi

(10)

xi =
∂c(p)

∂pi
=

αi
pi

1
ϕ ∏

j

[
pj

αj

]αj

=
αic
pi

(11)

5.2 カリブレーション

Cobb-Douglas関数の場合には、カリブレートするパラメータは

1. シェア・パラメータ αi、

2. スケール・パラメータ ϕ

である。まず、αi は (11)からカリブレートできる。

αi =
p̄i x̄i

c̄
= θi

Cobb-Douglas型の場合、パラメータ αi はそのまま投入物 iの投入シェアに等しいことがわかる。
αi が決まれば、(9)からスケール・パラメータ ϕがカリブレートできる。

ϕ =
q̄

∏i(ȳi)θi

6ただし、calibrated share formでもベンチマークにおける投入シェア θi は事前に求めておかなければならない。
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5.3 Calibrated share form

再び、カリブレートした αi、ϕの値を生産関数、費用関数、需要関数に代入することで calibrated
share formを求める。まず、生産関数は次式となる。

q =
q̄

∏i(ȳi)θi
∏

i
(yi)θi = q̄ ∏

i

[
yi
ȳi

]θi

同様に、単位費用関数は次式となる。

c = ∏i(ȳi)θi

q̄ ∏
i

[
pi
θi

]θi

= c̄ ∏
i

[
pi
p̄i

]θi

単位需要関数については、CES関数のケースの単位需要 (8)において、代替の弾力性を 1と置い
たものに等しくなる。

xi =
θic
pi

= x̄i
c/c̄

pi/ p̄i

6 技術進歩

CES生産関数で技術水準のパラメータが入るケース。
生産関数：

q =

[
∑

i
βi(λiyi)

σ−1
σ

] σ
σ−1

λi は技術水準パラメータ (λi のベンチマーク値は 1とする)。
単位費用関数：

c(p) =

[
∑

i
(βi)σ

[
pi
λi

]1−σ
] 1

1−σ

単位需要関数：

xi(p) =
1
λi

[
βiλic

pi

]σ

=
1
λi

[
βiλi

pi

]σ
[
∑

j
βσ

j

(
pi
λi

)1−σ
] σ

1−σ

単位費用関数の Calibrated-share form:

c = c̄

[
∑

i
θi

[
pi

λi p̄i

]1−σ
] 1

1−σ

単位需要関数の calibrated-share form:

xi =
x̄i
λi

[
c/c̄

p/( p̄λi)

]σ

7 まとめ

これまでの結果をまとめて記しておこう。
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7.1 CES関数

7.1.1 Normal form

q =

[
∑

i
βi(yi)

σ−1
σ

] σ
σ−1

c(p) =

[
∑

i
(βi)σ(pi)1−σ

] 1
1−σ

xi =
[

βic
pi

]σ

7.1.2 カリブレートされたパラメータ

βi =
p̄i ȳi
c̄ȳ

7.1.3 Calibrated share form

q = q̄

[
∑

i
θi

(
yi
ȳi

) σ−1
σ

] σ
σ−1

c = c̄

[
∑

i
θi

(
pi
p̄i

)1−σ
] 1

1−σ

xi = x̄i

[
c/c̄

pi/ p̄i

]σ

7.2 Cobb-Douglas関数

7.2.1 Normal form

q = ϕ ∏
i

(yi)αi

c(p) =
1
ϕ ∏

i

[
pi
αi

]αi

xi =
∂c(p)

∂pi
=

αi
pi

1
ϕ ∏

j

[
pj

αj

]αj

=
αic
pi
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7.2.2 カリブレートされたパラメータ

αi = θi

ϕ =
q̄

∏i(ȳi)θi

7.2.3 Calibrated share form

q = q̄ ∏
i

[
yi
ȳi

]θi

c = c̄ ∏
i

[
pi
p̄i

]θi

xi =
θic
pi

= x̄i
c/c̄

pi/ p̄i
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