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概要

関数型のレファレンス。CES型関数、Cobb-Douglas型関数、CDE型関数等。
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1 CES型効用関数

効用関数が CES型関数であるときの、支出関数、間接効用関数、補償需要関数、非補償需要関
数等。

効用関数：

u = u(c1, ..., cI) =

[
∑

i
(βi)(ci)

σ−1
σ

] σ
σ−1
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支出関数：

e(p, u) = u

[
∑

i
(βi)σ(pi)1−σ

] 1
1−σ

間接効用関数：

v(p, m) =
m

[∑i(βi)σ(pi)1−σ]
1

1−σ

補償需要関数 (ヒックスの需要関数)： Shepardの補題より

cC
i (p, u) =

∂e(p, u)
∂pi

= u
[

βie
piu

]σ

= u
[

βi
pi

]σ
[
∑

j
(β j)σ(pj)1−σ

] σ
1−σ

非補償需要 (マーシャルの需要関数)： Royの恒等式より

cu
i (p, m) = −∂v(p, m)/∂pi

∂v(p, m)/∂m
=

[
βi
pi

]σ m
∑j(β j)σ(pj)1−σ

補償需要の価格弾力性：

εC
ij =

∂ ln cC
i

∂ ln pj
= −σδij + σ

(βi)σ(pi)1−σ

∑k(βk)σ(pk)1−σ
= −σδij + σSj

ただし、Si ≡ picC
i /eは i財への支出シェア、δij は

δij ≡
{

1 if j = i
0 if j ̸= i

非補償需要の価格弾力性：

εu
ij =

∂ ln cu
i

∂ ln pj
= −σδij − (1 − σ)

(βi)σ(pi)1−σ

∑k(βk)σ(pk)1−σ
= −σδij − (1 − σ)Sj

非補償需要の所得弾力性：

ηi =
∂ ln cu

i
∂ ln m

= 1

2 Cobb-Douglas型効用関数

効用関数：

u = u(c1, ..., ci) = ϕ ∏
i

(ci)αi ∑
i

αi = 1

支出関数：

e(p, u) =
u
ϕ ∏

i

[
pi
αi

]αi
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間接効用関数：

v(p, m) = mϕ ∏
i

[
αi
pi

]αi

補償需要関数：

cC
i (p, u) =

∂e(p, u)
∂pi

=
αie(p, u)

pi

非補償需要：

cu
i (p, m) = −∂v(p, m)/∂pi

∂v(p, m)/∂m
=

αim
pi

補償需要の価格弾力性：

εC
ij =

∂ ln cC
i

∂ ln pj
= −(δij − αj)

非補償需要の価格弾力性：

εu
ij =

∂ ln cu
i

∂ ln pj
= −δij

非補償需要の所得弾力性：

ηi =
∂ ln cu

i
∂ ln m

= 1

3 余暇を含んだ CES型効用関数

効用関数

u = u(c, z) =
[

β1(c)
σ−1

σ + β2(z)
σ−1

σ

] σ
σ−1 (1)

cは消費、zは余暇である。
pを消費の価格、wを賃金率、l を労働供給、T を労働所得以外の所得とすると、予算制約は次

式で与えられる。

pc ≤ wl + T (2)

余暇と労働に使える総労働時間を l̄ 置くと、l = l̄ − zと表現できる。また、m ≡ wl̄ + Tと定義
する。すると予算制約は

pc + wz ≤ m

と書き換えることができる。

(1)の効用関数、(2)の予算制約式より、余暇への非補償需要は次式で与えられる。

z(p, w, m) =
[

β2

w

]σ m
(β1)σ(p)1−σ + (β2)σ(w)1−σ

=
[

β2

w

]σ wl̄ + T
(β1)σ(p)1−σ + (β2)σ(w)1−σ
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労働供給は次式で与えられる。

l(p, w, m) = l̄ − z

余暇需要の賃金弾力性：

εz =
∂ ln z
∂ ln w

=
[wz

m
− 1

]
σ +

wl
m

= (θz − 1)σ + θl (3)

ただし、θz、θl は以下のように定義される。

θz ≡
wz
m

θl ≡
wl
m

4 CDE型関数

効用関数がCDE関数 (constant difference of elasticities function, Hertel, Horridge and Pearson
1992)であるケース。
支出関数：効用関数が CDE関数であるとき、支出関数は次のように implicitに定義される。

∑
i

β
σi
i u(1−σi)γi

[
pi

e(p, u)

]1−σi

= 1

σi = σ、γi = 1のとき、普通の CES関数となる。
間接効用関数：

e(p, v(p, m)) = m

補償需要関数：

cC
i (p, u) =

β
σi
i u(1−σi)γi (1 − σi)

[
pi

e(p,u)

]−σi

∑j β
σi
j u(1−σi)γj(1 − σi)

[ pj
e(p,u)

]1−αj

非補償需要関数：

cu
i (p, m) = cC

i (p, v(p, m))

補償需要の価格弾力性：

εC
ij =

∂ ln cC
i

∂ ln pj
= −σiδij +

[
σi + ∑

k
(1 − σk)Sk − (1 − σj)

]
Sj

非補償需要の価格弾力性：

εu
ij =

∂ ln cu
i

∂ ln pj
= εC

ij − ηiSj

非補償需要の所得弾力性：

ηi =
∂ ln cu

i
∂ ln m

=
1

∑j γjSj

[
(1 − σi)γi − ∑

k
(1 − σk)γkSk

]
+ σi + ∑

k
(1 − σk)Sk
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5 代替の弾力性のカリブレーション

5.1 消費と余暇の間の代替の弾力性のカリブレーション

シミュレーションでは、労働供給の賃金弾力性の値を外生的に与えることにより、消費と余暇の

間の代替の弾力性をカリブレートすることがある。以下、その方法を示す。

まず、(3)を σについて解く。

σ =
−εz + wl/m

1 + wz/m
=

−εz + θl
1 − θz

(4)

l = l̄ − zという関係より、労働供給の賃金弾力性 ε l と余暇需要の賃金弾力性 εz は以下の関係を

持つ。

εz = − ∂ ln l
∂ ln w

l
l̄ − l

= −ε l
l

l̄ − l
= −ε l

θl
δl − θl

(5)

ただし、δl ≡ wl̄/mである。
(4)と (5)より代替の弾力性を以下のように表現できる。

σ =
1

1 − θz

[
ε l

θl
δl − θl

+ θl

]
シェアを表す変数 θl、δl はベンチマークデータから既知であるので、ベンチマークの労働供給の賃

金弾力性を与えてやれば、この関係により代替の弾力性をカリブレートできる。

5.2 供給の価格弾力性に基づくカリブレーション

z = f (x, y) =
[

βx(x)
σ−1

σ + βz(z)
σ−1

σ

] σ
σ−1

zは生産量、xは可変要素、zは特殊要素。zの供給の価格弾力性を与えて、代替の弾力性 σをカ

リブレートする。

zの供給の価格弾力性

εS ≡ ∂ ln z
∂ ln pz

=
∂ ln z

∂z
∂z
∂x

∂x
∂pz

∂pz

∂ ln pz
=

1
z

fx(x, y)
∂x
∂pz

pz

where fx(x, y) ≡ ∂ f (x, y)/∂x.
利潤最大化条件

pz
∂ f (x, y)

∂x
= px (6)

(6)より

∂x
∂pz

= − fx(x, y)
pz fxx(x, y)

= − px

p2
z fxx(x, y)

where fxx(x, y) ≡ ∂2 f (x, y)/∂x2.
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fx(x, y) =
[

βx(x)
σ−1

σ + βz(z)
σ−1

σ

] 1
σ−1

βx(x)−
1
σ

fxx(x, y) =
[(

βx(x)
σ−1

σ + βz(z)
σ−1

σ

) 1
σ−1

βx(x)−
1
σ

]2 (
βx(x)

σ−1
σ + βz(z)

σ−1
σ

)− σ
σ−1 1

σ

+
[(

βx(x)
σ−1

σ + βz(z)
σ−1

σ

) 1
σ−1

βx(x)−
1
σ

]
1

σx

fxx =
px

pz

1
σ

[
px

pz

1
z
− 1

x

]
=

px

pzxσ
[θ − 1]

ただし、

θ ≡ pxx
pzz

εS = −1
z

px

pz

px pzxσ

p2
z px(θ − 1)

pz =
θσ

1 − θ
(7)

(7)を σについて解く。

σ =
ε(1 − θ)

θ

ベンチマークにおける xのシェア θ と価格弾力性 εS の値を決めてやれば、この関係によって代

替の弾力性 σをカリブレートすることができる。

非補償労働供給の弾力性 ε l ではなく、補償労働供給の弾力性 εC
l を使う場合には、

ε l = εC
l + wϕl

という関係を使えばよい。ただし、ϕl ≡ ∂l/∂mである。

6 技術進歩

CES生産関数で技術水準のパラメータが入るケース。
生産関数：

y =

[
∑

i
βi(λixi)

σ−1
σ

] σ
σ−1

λi は技術水準パラメータ。

費用関数：

c(p, y) = y

[
∑

i
(βi)σ

[
pi
λi

]1−σ
] 1

1−σ

要素需要関数：

xi(p, y) =
y
λi

[
βiλic
piy

]σ

=
y
λi

[
βiλi

pi

]σ
[
∑

j
βσ

j

(
pi
λi

)1−σ
] σ

1−σ
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